Somme des k premiers termes d’une suite

1) Suite arithmétique
Considérons une suite arithmétique de premier terme u1 et de raison r.

Calculons la somme S5 des cinq premiers termes. S5 = u1 + u2 + u3 + u4 + u5 .

Observons les schémas suivants :
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On en déduit que :
u2 + u4 = (u1 + r) + (u5 – r)       donc   u2 + u4 = ………………………(1)



u3 + u3 = (u1 + 2r) + (u5 – 2r)   donc   u3 + u3 = ………………………(2)
Ecrivons alors :
S5 = u1 + u2 + u3 + u4 + u5 

et


S5 = u5 + u4 + u3 + u2 + u1
En additionnant membre à membre, on obtient :




2 S5 = ………………………………………………………………………………………………

c’est-à-dire, d’après les égalités (1) et (2) obtenues précédemment :




2 S5 = ……………………………   d’où   S5 = …………………………………………

Plus généralement, on peut établir par une méthode analogue le résultat suivant,


Pour une suite arithmétique de premier terme u1 et de raison r :


Sk = u1 + u2 + ……. + uk =  …………………………….

2) Suite géométrique
Considérons une suite géométrique de premier terme u1 et de raison q.

Supposons q
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1 et calculons la somme S5 des cinq premiers termes. 

S5 = u1 + u2 + u3 + u4 + u5 .

En multipliant par q, on obtient :

qS5 = qu1 + qu2 + qu3 + qu4 + qu5    soit   qS5 = ………………………………………………

Considérons les deux égalités :

S5  = u1 + u2 + u3 + u4 + u5 

qS5 = u2 + u3 + u4 + u5 + u6  .

En soustrayant membre à membre, on obtient :

S5 – qS5 = …………………………………   ou   S5 (1 – q) = ………………………………

c’est-à-dire S5 (1 – q) = ………………………………   d’où   S5 = …………………………………….

Plus généralement, on peut établir par une méthode analogue le résultat suivant,


Pour une suite géométrique de premier terme u1 et de raison q :


Sk = u1 + u2 + ……. + uk =  …………………………….

3) Applications
- On considère la suite géométrique de premier terme u1 = 1 et de raison q  
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1

 ; calculer la somme des six premiers termes.

- Déterminer la somme des vingt premiers entiers impairs.
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