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  EQ \x(PRESENTATION)
On appelle équation différentielle, toute égalité faisant intervenir une fonction et ses dérivées. Dans ce type d’équation, l’inconnue n’est pas un nombre réel mais une fonction.

Résoudre une équation différentielle, c’est déterminer l’ensemble des fonctions vérifiant cette égalité.

Remarques :

· Si l’équation est une égalité à zéro, l’équation est dite sans second membre ;

· Si l’équation fait intervenir une fonction f et sa dérivée première f’, l’équation est dite équation différentielle du 1er ordre

· Si l’équation fait intervenir une fonction f , sa dérivée première f’ et sa dérivée seconde f ‘’ ,  l’équation est dite équation différentielle du 2nd ordre. 

· Communément, la fonction f est notée y, sa dérivée première y’ et sa dérivée seconde y’’.

· Dans les applications pratiques, on utilise la notation différentielle  EQ \s\do2(\f(dy ;dx)) pour la dérivée première et la notation différentielle  EQ \s\do2(\f(d 2 y ;d x2)) pour la dérivée seconde.

  EQ \x(SAVOIR FAIRE)
Équation différentielle du 1er ordre
Forme standard : y’ – ay = 0

Solution générale : y = f(x) = k eax
Remarques :

· L’écriture de la solution générale dépend de l’écriture correcte de la forme standard, le coefficient « a » intervient dans la solution

· La valeur de la constante « k » dépend d’une condition donnée, on parle alors de solution particulière de l’équation différentielle.

· Les équations du type y’ – ay = 0 décrivent des phénomènes dont les variations sont exponentielles telles que la charge et la décharge d’un condensateur.

Organigramme de résolution :
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Exemples de résolution :

· Résolution de l’équation différentielle : y’ – 2y = 0

Cette équation est déjà écrite sous la forme standard, avec a = 2 ; on recherche la solution générale qui est : y = k e2x
Aucune condition particulière n’étant donnée, le problème s’arrête là.

· Résolution de l’équation différentielle : y’ –  EQ \s\do2(\f(2 ;3)) y = 0 et f(0) = 1

Cette équation est déjà écrite sous la forme standard, avec a =  EQ \s\do2(\f(2;3)) ; on recherche la solution générale qui est y = k e2/3 x
La condition f(0) = 1 permet de déterminer la solution particulière de l’équation en sachant que : f(0) = 1  y = 1 pour x = 0

La solution générale devient : 1 = k e (2/3 x 0)

D’où k = 1

La solution particulière est : y = e (2/3x)
· Résolution de l’équation différentielle : – 3y’ + y = 0 et f(2) = 5

On commence par écrire cette équation sous sa forme standard y’ – ay = 0

-3y’ + y = 0  y’ –  EQ \s\do2(\f(1;3)) y = 0 dans ce cas a =  EQ \s\do2(\f(1;3))
      Solution générale : y = k e1/3x(1)

      Solution particulière avec f(2) = 5  y = 5 pour x = 2

                                     5 = k e(1/3 x 2) d’où k = 5 e2/3
      (1) devient y = 5 e2/3 x e1/3x soit y = 9,74 e1/3x
Applications : Résoudre les équations différentielles suivantes :

1) y’ – 5y = 0 et f(2) = 0

2) 2y’ – 3y = 0 et f(1) = 3

3) 1,5y’ = 6y et f(0) = 1

Équation différentielle du 2ième ordre
Forme standard : y ’’– y = 0

Solution générale : y = f(x) = a cos (x) + b sin (x)
Où a et b sont deux constantes quelconques et  un nombre positif.

Remarque : les équations différentielles de ce type sont utilisées pour décrire des phénomènes dont les variations sont sinusoïdales telles que  les oscillations d’un ressort ou d’un pendule.

Pour déterminer une solution particulière (c’est-à-dire donner des valeurs à a et b) il faut connaître deux conditions particulières.

Exemple de résolution d’équation vérifiant des conditions : détermination de la solution particulière de l’équation y’’ + 2y = 0 telle que f(0) =   EQ \r(2) et f’(0) = 2
L’équation étant écrite sous la forme standard avec 2 = 2 d’où   EQ \r(2), la solution générale est :



y = f(x) = a cos (x  EQ \r(2)) + b sin (x  EQ \r(2))      (1)

les deux conditions données sont nécessaires pour calculer a et b


1ere condition : f(0) =   EQ \r(2)  y =   EQ \r(2) pour x = 0



dans (1) 
  EQ \r(2) = a cos (0) + b sin (0)



d’où a =   EQ \r(2)

2ième condition : f ’ (0) = 2 y’ = 2 pour x = 0



il est donc nécessaire de dériver l’expression (1)



y’ = f’(x) = -a  EQ \r(2) sin (x  EQ \r(2)) + b  EQ \r(2) cos (x  EQ \r(2))



avec y’ = 2, x = 0 et a =   EQ \r(2)


2 = -  EQ \r(2) x   EQ \r(2) sin 0 + b  EQ \r(2) cos 0



d’où b =   EQ \r(2)
la solution particulière de l’équation différentielle  y’’ + 2y = 0 est :



y = f(x) =   EQ \r(2) cos (x  EQ \r(2)) +   EQ \r(2) sin (x  EQ \r(2))      

Applications : Résoudre les équations différentielles suivantes :

1) y’’ + 0,36 y = 0

2) 0,3 y’’ = - 4,332 y

3) 3,2 y’’ + 80 y = 0 avec y(0) = 9 et y’(0) = 15

4) 0,432 x 10-5 h(x) = – 0,12 h’’(x) pour x=0 on a h = 75 et h’ = 1,872
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