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FONCTIONS LOGARITHME

ET EXPONENTIELLE
En page 8 et 9 vous trouverez deux pages de transparents pour accompagner ce document.
1-
Introduction : Histoire de galaxie

La distance des planètes du système solaire au soleil a toujours passionné les astronomes. C’est ainsi que l’on a pu déterminer au fil des années les distances de certaines d’entre-elles. Avec l’arrivé de nouveaux télescopes et de techniques toujours plus performantes, on a pu établir la distance d’autres étoiles et galaxies au soleil. Il a fallu pour cela déterminer une nouvelle unité de mesure plus adaptée, l’année lumière (al). C’est la distance parcourue par la lumière en une année, soit environ 9 461 milliards de kilomètres.

Dans le tableau ci-dessous, voici quelques unes de ces distances.
	Planète ou étoiles
	Mercure
	Vénus
	Terre
	Mars
	Uranus
	Neptune
	Sirius
	Etoile polaire
	Galaxie Andromède

	Distance moyenne au Soleil
	58.106
km
	108.106
km
	150.106
km
	228.106
km
	2 870.106
km
	4 500.106
km
	8 al
	300 al
	2 106 al


1-1
Nous voulons représenter toutes ces distances sur une droite munie d’une graduation régulière. Si 100 millions de km est représenté par un mm, quelle devrait être la dimension de la feuille pour arriver à notre fin ?
La galaxie Andromède est à 2 millions d’années lumière, soit environ 1,9 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 1019 km.

La longueur l de la feuille serait de :

l =  EQ \s\do2(\f(1,9  1019;100 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 106))
 = 1,9 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 1011  mm, soit 1,9 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 108 m soit 190 000 km !


1-2
Les calculs précédents montrent qu’il est impossible de représenter ces distances sur une graduation régulière. Construisons alors une graduation ou chaque nombre correspondrait à un exposant de dix. Par exemple, la graduation 7 correspondrait à 107, et inversement, 1016 correspondrait à la graduation 16.
Construire le repère en plaçant les points des distances 106 à 1019.
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Le repère ainsi formé est une fonction qui, à une puissance de dix fait correspondre son exposant.

Cette fonction existe, elle est appelée logarithme décimal et est notée "log".
2-
Fonction logarithme décimal


2-1
Définition
Pour tout x,   log (10x)  = x. Ou alors, y = logx  alors  x = 10y

2-2
Sens de variation et tracé de la courbe y = logx
Remplir à l’aide de la touche "log" de la calculatrice le tableau de valeurs suivant, arrondir les valeurs au dixième.
	x
	0,01
	0,1
	0,5
	1
	3
	5
	10

	log x
	-2
	-1
	-0,3
	0
	0,5
	0,7
	1


Puis tracer la courbe y = log x sur l'intervalle [0,01 ; 10]
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On admettra le tableau de variation suivant,
	x
	0            1                             +(

	logx
	
	                                           +(
           0
-(



2-3
Propriétés
· logab = loga + logb
· log EQ \s\do2(\f(a;b)) = loga – logb
· loga n = n loga
· log10 = 1

2-4
Applications


2-4-1
Calculer sans calculatrice, les valeurs de log103, log10-5, log  EQ \r(3;10)
log103 = 3 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h log10 = 3 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 1 = 3 ; log10-5 = -5 ; log  EQ \r(3;10) =  EQ \s\do2(\f(3;2)) SYMBOL 180 \f "Symbol"\h log10 = 1,5 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 1 = 1,5


2-4-2
On pose a = log2 et b = log3 ; Exprimer en fonction de a et b les nombres suivants :
log4 ; log5 ; log6 ; log8 ; log9 ; log12 ; log15 ; log16 ; log18 ; log20.
log4 = 2a
log5 = pas de sol.
log6 = a + b
log8 = 3a
log9 = 3b
log12 = b + 2a

log15 = b + log5
log16 = 4a
log18 = a + 3b
log20 = 2a + log5


2-4-3
A l’aide des différentes propriétés, on calculera les positions précises des planètes, étoile, et galaxie, afin de les situer sur le repère établi en 1-2.
Mercure distance d = 58.106 km
Position : P = log(58.106) = log58 + log106 = log58 + 6 = 1,76 + 6 = 7,76
La planète mercure sera sur la graduation 7,76. (log(58.106) = log107,76 = 7,76)

Venus distance d = 108.106 km





P = 8
Terre distance d = 150.106 km





P = 8,2
Mars distance d = 228.106 km





P = 8,4
Uranus distance d = 2 870.106 km




P = 9,5
Neptune distance d = 4 500.106 km




P = 9,7
Sirius distance d = 8 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 9 461.109 km




P = 13,9
Etoile polaire distance d = 300 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 9 461.109 km


P = 15,5
Galaxie Andromède distance d = 2 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 106 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 9 461.109 km

P = 19,3
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2-4-4
Un capital de 100 000€ (noté C0) est placé à intérêts composés au taux de 3%. 

a-
Exprimer le capital Cn de la nième année en fonction de C0.
Cn = C0SYMBOL 180 \f "Symbol"\h(1,03)n

b-
Calculer la valeur acquise au bout de 7ans, 11 ans et 15 ans.

C7 = 122 987€

C11 = 138 423€

C15 = 155 797€


c-
Au bout de combien d'années ce capital aura-t-il doublé ?
100 000 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h (1,03)n = 200 000
soit 
(1,03)n = 2
n =  EQ \s\do2(\f(log2;log1,03))= 23,5 ans!

2-6
Papier logarithmique et semi-logarithmique
Il existe un papier appelé "papier logarithmique", où les deux axes sont des échelles logarithmiques. Le papier "semi-logarithmique" est tel que l’un des axes est gradué normalement, l’autre axe est une échelle logarithmique.

L’échelle logarithmique permet de représenter une grandeur ayant une grande amplitude de variation.

On peut donc placer directement les nombres sans avoir à les calculer.

Par exemple, on peut placer sur l’axe ci-dessous gradué avec une échelle logarithmique la distance de Mercure et Neptune au Soleil, soit respectivement 58.106 km et 4,5.109 km.
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3-
Fonction logarithme népérien

John Neper, baron de Merchiston (1550-1617) : mathématicien écossais, il publia la première table de logarithme et inventa l’ancêtre de la règle à calcul, le bâton de Neper.


3-1
Définition
La fonction logarithme népérien : x (( lnx est définie sur l’intervalle ]0 ;+([. On démontre que c’est une fonction croissante. Les valeurs de lnx s’obtiennent à la calculatrice à partir de la touche   
Les valeurs de lnx et logx sont proportionnelles,  EQ \s\do2(\f(lnx;logx)) = ln10 = 2,302   d'où log10 =  EQ \s\do2(\f(ln10;ln10)) = 1

3-2
Tracé de la courbe y = lnx et sens de variation 
Au moyen de la touche        de la calculatrice, remplir le tableau suivant, en arrondissant à 10-1 près.

	x
	0,05
	0,1
	0,5
	0,8
	1
	2
	3
	5
	7

	lnx
	-3
	-2,3
	-0,7
	-0,2
	0
	0,7
	1,1
	1,6
	1,9


Pour des valeurs de x 
[image: image5.wmf]£

0, taper lnx. Que constate-t-on ?

Cela est impossible, la calculatrice affiche erreur.
Tracer la courbe y = lnx sur l’intervalle ]0 ;7]
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On admettra le tableau de variation suivant,
	x
	0            1                             +(

	lnx
	
	                                           +(
           0
-(



3-3
Propriétés
· Valeur particulière

ln1 = 0

· Pour tous les nombres a et b strictement positifs,


lnab = lna + lnb
· On en déduit que :

ln(aSYMBOL 180 \f "Symbol"\h

 EQ \s\do2(\f(1;a))) = ln(1) = 0   ou   ln(aSYMBOL 180 \f "Symbol"\h

 EQ \s\do2(\f(1;a))) = lna + ln( EQ \s\do2(\f(1;a)))   donc



ln( EQ \s\do2(\f(1;a))) = -lna
· Si a et b sont strictement positifs,

ln( EQ \s\do2(\f(a;b))) = ln(aSYMBOL 180 \f "Symbol"\h

 EQ \s\do2(\f(1;b))) = lna + ln( EQ \s\do2(\f(1;b)))   donc

ln( EQ \s\do2(\f(a;b))) = lna - lnb
· On a ln(a2) = ln(aSYMBOL 180 \f "Symbol"\ha) = lna + lna = 2 lna
Plus généralement, 

ln(a n) = n lna
· Le nombre "e" vérifie 

lne = 1

e ( 2,718281

3-4
Applications
Calculer sans calculatrice

ln(e2) ;  ln( EQ \s\do2(\f(1;e))) ;  ln( EQ \s\do2(\f(1;e3))) ;  ln(  EQ \r(e))
ln(e2) = 2

ln( EQ \s\do2(\f(1;e))) = -1

ln( EQ \s\do2(\f(1;e3))) = -3

ln(  EQ \r(e)) =  EQ \s\do2(\f(1;2))

3-5
Résolution de l’équation   ax = b
Pour tout a ( 0  et  a ( 1 , et pour tout b ( 0.
Pour résoudre l’équation ax = b d’inconnue x, on utilise une des propriétés du logarithme népérien :

ln(ax) = lnb   équivaut à    x lna = lnb,    d’où : 

x =  EQ \s\do2(\f(lnb;lna))
Applications :

· Résoudre l’équation

2x = 1024

x = 10
· La population d’une ville s’accroît chaque année de 1%. Dans combien d’année la population sera-t-elle passée de 45 000 à 49 216 habitants ?

Équivaut à résoudre 49216 = 45000 ( 1,01n ,  soit  ln 49 216 = ln(45000 ( 1,01n)

D’où

n =  EQ \s\do2(\f(ln 49 216 – ln 45 000;ln 1,01)) = 9 ans

4-
Fonctions exponentielles


4-1
Définition

Soit a(0. La fonction f : x (( ax est appelée fonction exponentielle de base a.


4-2
Exemples
Les fonctions f(x) = 2x ; g(x) = 0,5x ; h(x) = ex sont des fonctions exponentielles de bases respectives 2 ; 0,5 ; e.

Sur la calculatrice on utilise les touches         et         pour déterminer leurs valeurs.


4-3
Propriétés
Soit a un réel strictement positif ( différent de 1),

On admettra que pour tous réels x et y :

ax ( 0



a-x = EQ \s\do2(\f(1;ax))


ax SYMBOL 180 \f "Symbol"\h ay = ax+y
 EQ \s\do2(\f(ax;ay))= ax-y


(ax)y = axy


ax SYMBOL 180 \f "Symbol"\h bx = (ab)x

4-4
Remarque
Pour tout x réel, la fonction exponentielle de base a définie par x (( ax (a ( 0 et a ( 1) peut également être définie de la manière suivante :

x (( ex lna

4-5
Fonction exponentielle de base e : x (( ex 
A l’aide de la calculatrice, remplissons le tableau de valeurs suivant,

	x
	-5
	-2
	0
	1
	2
	3

	ex
	0,007
	0,13
	1
	e=2,72
	7,4
	20,1


Tracer la fonction sur cet intervalle.
	x
	-(            0              1            +(

	ex
	                                             +(
                                 e

                1

0
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4-6
Applications


4-6-1
Écrire plus simplement,
eln3 = 31 = 3  


e-ln2 = 2-1 =  EQ \s\do2(\f(1;2))


e EQ \s\do2(\f(1;2))ln5 = 50,5


4-6-2
Résoudre les équations suivantes,
a) ex+1 = 1 soit x = ln1 – 1 = -1   b) e2x = 1 soit x =  EQ \s\do2(\f(ln1;2)) = 0   c) ex = 2 soit x = ln2 = 0,7   

d) e2x = 2 soit x =  EQ \s\do2(\f(ln2;2)) = 0,35   e) 2x = 5 soit x=  EQ \s\do2(\f(ln5;ln2)) = 2,3   f) (1,05)x = 3 soit x =  EQ \s\do2(\f(ln3;ln1,05)) = 22,5   g) (1,07)x = 6000 soit x =  EQ \s\do2(\f(ln6000;ln1,07)) = 128,6


4-6-3
L'intensité sonore I en W/m2 est l'une des caractéristiques d'un son.. 

a)
I1 = 1016 W/m2
b)
I2 = 2 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 1016 W/m2
c)
L2 = 10 log (2 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 104) = 43 dB
d)
L4 = 10 log (4 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 104) = 46 dB, prévisible, car 4 enceintes est le double de 2 enceintes.
.
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On admet le tableau de variation de la fonction,





La fonction est croissante sur .
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