Fonctions dérivées
          Bac Pro


Fonctions dérivées

I Nombre dérivé

A partir de la fonction f ; x 
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 x2
Calcul de la pente de la tangente à Cf en A (avec chamois)
Transparent

A de coordonnées (2 ; 4)

B1 (1,5 ; 2,25) , B2 (1,75 ; 3,06) , B3 (1,9 ; 3,61) , B4 (1,95 ; 3,8)

a1 = 3,5
a2 = 3,76
a3 = 3,9
a4 = 3,95

Les droites (ABi) se rapprochent d'une droite particulière : la tangente.

Définition : On dit qu'une droite est tangente à une courbe en un point A si le seul point de contact entre la courbe et la droite est A.

Lorsque la droite sécante se rapproche de la tangente en A la valeur de la pente se rapproche de 4.

Calcul des pentes des droites (DEi)

D de coordonnées (–1,5 ; 2,25)

E1 (–1,7 ; 2,89) , E2 (–1,6 ; 2,56) , E3 (–1,55 ; 2,4)

a1 = –3,2
a2 = –3,1
a3 = –3,05

Lorsque la droite sécante se rapproche de la tangente en D la valeur de la pente se rapproche de –3.

Définition : On appelle nombre dérivé d'une fonction f en a (a est un nombre) le coefficient directeur de la tangente à la courbe représentative de f au point A d'abscisse a et on note ce nombre f '(a).

Si la tangente au point A existe la fonction f est dite dérivable en a.

ex) pour la fonction f(x) = x2 le nombre dérivé en 2 est f '(2) = 4   (pente de la tangente en A )





le nombre dérivé en –1,5 est f '(–1,5) = –3   (pente de la tangente en D)

pour la fonction g(x) =  EQ \s\do2(\f(1;x)) le nombre dérivé en 2 est ( g '(2) = –0,25

Pour une fonction on peut calculer le nombre dérivé en tout point. On obtient donne autre fonction que l'on appelle fonction dérivée.

II Fonctions dérivées

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle I. La fonction dérivée de f est la fonction qui à tout nombre a de I fait correspondre le nombre dérivé de f en a. On note cette fonction f '.

Fonction dérivée de f(x) = x2
x
– 1,5
1
1,5
2
3

f '(x)
– 3
2
3
4
9

Tracer cette fonction ( on obtient la droite d'équation y = 2x.

Fonction dérivée de f(x) = x3
x
– 1,5
1
1,5

f '(x)
6,75
3
6,75

On obtient la courbe d'équation y = 3x2.

Fonctions dérivées des fonctions usuelles

fonction f
fonction f '

          x 
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 k   (k = cste)
          x 
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          x 
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 x2
          x 
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 2x

          x 
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 x3
          x 
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 3x2

          x 
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  EQ \s\do2(\f(1;x))
          x 
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 –  EQ \s\do2(\f(1;x2))
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 – sin x
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 cos x
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 – a sin (ax + b)
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III Opérations sur les fonctions dérivées

1/ Somme

Soient f et g deux fonctions dérivables sur I (c'est à dire que les fonctions dérivées f ' et g ' de f et g existent)

La fonction h = f + g est dérivable sur I et sa fonction dérivée est h ' = f ' + g '.

(h '(x) = f '(x) + g '(x) pour tous les réels x de I)

ex) la fonction h(x) = x2 + x est la somme des deux fonctions f ; x 
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 x
la fonction f est dérivable de dérivée f '(x) = 2x 

la fonction g est dérivable de dérivée g '(x) = 1

donc la fonction dérivée de h est h '(x) = f '(x) + g '(x) = 2x + 1 

2/ Produit par un réel

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et a un nombre réel.

La fonction h = a CARSPECIAUX 180 \f "Symbol"\h f est dérivable sur I et sa fonction dérivée est h ' = a CARSPECIAUX 180 \f "Symbol"\h f '.

(h '(x) = a CARSPECIAUX 180 \f "Symbol"\h f '(x) pour tous les réels x de I)

ex) on a la fonction h(x) = 3x2  

prenons f ; x 
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 x2   on peut écrire h(x) = 3 CARSPECIAUX 180 \f "Symbol"\h f(x)

f '(x) = 2x
h '(x) = 3 CARSPECIAUX 180 \f "Symbol"\h (2x) = 6x

3/ Produit de fonctions

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I, la fonction u CARSPECIAUX 180 \f "Symbol"\h v est dérivable et on a

(uv) ' = u ' v + u v '

ex) f(x) = x2 CARSPECIAUX 180 \f "Symbol"\h sin x
prenons u(x) = x2   et   v(x) = sin x
u'(x) = 2x
v'(x) = cos x
f '(x) = u '(x) v(x) + u(x)v '(x)

f '(x) = 2x sin x + x2 cos x
4/ Quotient de fonctions

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I, la fonction  EQ \s\do2(\f(u;v)) est dérivable et on a

u;v))  EQ \b()

  EQ \o('; )
 =  EQ \s\do2(\f(u ' v – u v ';v2))
ex) f(x) =  EQ \s\do2(\f(cos x;x3))
prenons u(x) = cos x   et   v(x) = x3 

u'(x) = –sin x 
v'(x) = 3x2
f '(x) =  EQ \s\do2(\f(u '(x) v(x) – u(x)v '(x);v(x)))
f '(x) =  EQ \s\do2(\f(–sin x  x3 – cos x CARSPECIAUX 180 \f "Symbol"\h 3x2;x6))
 =  EQ \s\do2(\f(–x sin x – 3cos x;x4))
Exercices 5, 6, 7 p 90

IV  Applications

Petit problème à résoudre

On veut construire un bac à partir d'une tôle carrée de 1,3 m de côté. La profondeur du bac est notée x.



Déterminer la valeur de x pour obtenir le bac de volume maximum.

1/ Sens de variation

Pour déterminer le sens de variation d'une fonction il faut la plupart du temps tracer la courbe.

Exercice
Déterminer le tableau de variation de f(x) = x2 sur [– 2 ; 2]

Comparer avec le signe de la fonction dérivée f '(x) = 2x

f '  0 la fonction f est décroissante.

f '  0 la fonction f est croissante.

En connaissant la fonction dérivée de la fonction étudiée on peut connaître le sens de variation sans avoir besoin de tracer la courbe.

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

- Si f ' est positive sur I alors la fonction f est croissante.

- Si f ' est négative sur I alors la fonction f est décroissante.

- Si f ' est nulle sur I alors la fonction f est constante.

Exercice

Déterminer le tableau de variations de la fonction f(x) = x3 – 3x2 + 2   entre –1 et 2,5

On cherche le signe de f '.

calcul de f '

f ' (x) = 3x2 – 6x
recherche des racines de f '

3x2 – 6x = 0

  EQ \b\lc\{( \s(x = 0;x = 2))
signe de f '
3x2 – 6x  0   si x  [–2 ; 0] [2 ; 2,5]

3x2 – 6x  0   si   x  [0 ; 2]

tableau de variations de f

variable
x
 –1                0
                     2
                  2,5

signe de la dérivée
f '
+
–
+

variations de la fonction
f
                     2

–2
                   –2
                –1,1

Exercices 1 p 100 a), b)  et  3 p100

2/ Extremum d'une fonction

La fonction f(x) = x3 – 3x2 + 2 admet 
un maximum en ( 0

un minimum en ( 2
Ces deux valeurs correspondent aux racines de la fonction f '

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

Si la dérivée s'annule et change de signe pour une valeur a alors la fonction présente un extremum (maximum ou minimum) en a.

Retour introduction

V = f(x) = (1,3 – 2x)2 CARSPECIAUX 180 \f "Symbol"\h x = 4x3 – 5,2x2 + 1,69x
les valeurs de x sont comprises entre 0 et 0,65 

Calcul de la fonction dérivée

 f '(x) = 12x2 – 10,4x + 1,69

Signe de la fonction dérivée

f '(x)  0 si 12x2 – 10,4x + 1,69  0

 = 10,42 – 4 CARSPECIAUX 180 \f "Symbol"\h 12 CARSPECIAUX 180 \f "Symbol"\h 1,69 = 27,04

x1 =  EQ \s\do2(\f(10,4 – ;2 CARSPECIAUX 180 \f "Symbol"\h 12))
 = 0,22 m

x2 =  EQ \s\do2(\f(10,4 + ;2 CARSPECIAUX 180 \f "Symbol"\h 12))
 = 0,65m

f ' est positive sur l'intervalle [0 ; 0,22] 

Tableau de variations de f

x
0                          0,22  
0,65

f '(x)
+
–

f(x)
0,16

0
0

Réponse au problème

La valeur de x pour laquelle la cuve a un volume maximal est 0,22 m.

Exercice 
5 p 100 


10 et 12 p 101 


14 p 102
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