Relations trigonométriques dans le triangle quelconque

1) Rappels
Soit un triangle ABC. Compléter les égalités suivantes :







  EQ \o(\s\up9(0);A)+   EQ \o(\s\up9(0);B)+   EQ \o(\s\up9(0);C) = ……………………..







Aire (A) = ……………………….

Relations trigonométriques dans le triangle rectangle :   Compléter les pointillés :




a : ……………………………


cos C = …………………………………

c : …………

………………






sin C = …………………………………..









tan C = ………………………………….




b : ………………………………

2) Relation de l’aire d’un triangle
Construire un triangle ABC tel que AB = 5,4 cm ; BC = 7,2 cm ; AC = 6,1 cm.

On appellera par a le côté opposé à

l’angle   EQ \o(\s\up9(0);A).

On appellera par b le côté opposé à

l’angle   EQ \o(\s\up9(0);B).

On appellera par c le côté opposé à

l’angle   EQ \o(\s\up9(0);C).

Construire au compas, par le point A, 

la hauteur [AH].

Exprimer l’aire A du triangle :

A = ………………………………………………………

Dans le triangle AHB, exprimer AH en fonction de l’angle   EQ \o(\s\up9(0);B) et du côté c .

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………..

Remplacer AH par son expression dans l’expression de l’aire. A = ……………………………

Donner alors l’expression de l’aire en fonction de a, b, c. A = ……………………………………

En construisant les deux autres hauteurs [BH’] et [CH’’], on démontrerait de même que :

Pour la hauteur [BH’] : A = …………………………… ; pour la hauteur [CH’’] : A = ……………….

Les valeurs des trois aires étant identiques, on peut donc écrire que :

A = ……………………………………….. = ………………………………………….. = ……………………………………………

3) Relations trigonométriques entre les côtés et les sinus des angles opposés
En reprenant une partie des égalités de l’aire du triangle ABC  telle que : 


A = 
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 ab sin   EQ \o(\s\up9(0);C)= 
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1

 bc sin   EQ \o(\s\up9(0);A) , 

on divise les deux membres de l’égalité par 
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1

b, on obtient donc :

……………………………………………………………ou encore     
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..........

..

..........

 = 
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..........

..

..........


On en déduit alors la formule des sinus :


Dans tout triangle ABC :

avec a le côté opposé à l’angle   EQ \o(\s\up9(0);A) , b le côté opposé à l’angle   EQ \o(\s\up9(0);B) et c le côté opposé à l’angle   EQ \o(\s\up9(0);C).

Applications :   On donne a = 58 mm,   EQ \o(\s\up9(0);B) = 18° ,   EQ \o(\s\up9(0);C) = 97°. Calculer   EQ \o(\s\up9(0);A) , b et c.

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………..

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………..

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………..

Autre exemple :   Construire un triangle ABC dont les côtés mesurent AB = 9 cm, BC = 6 cm, AC = 8 cm. Calculer les angles de ce triangle. Conclure.

4) Relations trigonométriques entre les côtés et les cosinus des angles opposés.
Pour permettre de calculer la mesure de l’angle compris entre deux côtés connus, on a donc besoin d’expressions supplémentaires.

Soit le triangle ABC et [AH] la hauteur issue de A.


Dans le triangle ABH, exprimer le théorème de Pythagore :

 AB2 = ……………………………………………. (1)

Exprimer BH en fonction de BC : BH = ……………………………… et remplacer cette expression dans la relation (1) :

AB2 = …………………………………………………… = ………………………………………………………. . (2)

Dans le triangle AHC, exprimer le théorème de Pythagore :

AC2 = ……………………………………………. 

Remplacer ensuite dans l’expression (2) : AB2 = …………………………………………………….. (3)

Exprimer CH en fonction de l’angle   EQ \o(\s\up9(0);C) : CH = ………………………………………………………………….

Remplacer alors dans l’expression (3) : AB2 = …………………………………………………………..(4)

Exprimer alors AB en fonction de a, b, c. AB2 = ……………………………………………………………

En permutant les côtés du triangle, on obtient alors les relations analogues en fonctions des angles   EQ \o(\s\up9(0);A) et   EQ \o(\s\up9(0);B) : 
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